PROBLEME 1

Les premiers sont en haut, les exposanis sont en bas

Pour tout entier # =2, on dispose de la décomposition en facteurs premiers
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oi1 les nombres preniers distinets pr, po,-.. py sont les diviseurs premiers de n, et les exposanis

ay, t,..., 4 sont des entiers sirictement positifs. On pose alors
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fin=a a,-ay’.

Par exemple; si n=720=2%3%5", on a f{n) =422%1° = 128.
En posant de plus f(1) =1, on obtient une fonction f de N” dans N",
Enfin, pour n e N*, on définit £ (n) par récurrence sur i €N, de fagon que f'(n) = n et

pour tout i €N, fIHn) = (N,

Par exemple:  fO720)=720, f1(720)= f(720)= 128, f*(720)= f(128) =49.

Le but de ce prob]émé est d'étadier le comporiement de la fonction f et des suites (5 (1m))zen
pour n fixé,
1%} (a) Calculer £(2012).
{(b) Déterminer les nombres f ! (36%%) pour { € { €3, Que peut-on dire des suivanis?

2°y  {a} Donner un exemple d'entier n = 1 tel que, pour tout entier naturel £, on ait
2 m=fom et Mmoo

{b) Montrer gue la fonction f iWest ni croissante ni décroissante.
3%) Résoudre dans W™ : {a) 'éguation f(n) = 1; {b) 'équation f(n) =2; (c) 'équation Fn)=4.
4°) {a) Pour tous entiers g 2 et b= 0, montier que ab < a>.

(b} Soit kel et soit ay,...,ag, by,..., by des entiers tels que a; = 2 et b; 2 0 pour tout i.
Maontrer que .
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(c) Pour tout n e N*, montrer que f{f(n)) <n.

{d) Soit neN". Montrer qir'il existe un entier naturel r tel que, pour tout entier £ = r, on
ait 72 (n) = fH(n).

5%} Soit E Vensemble des entiers n = 2 n'ayani que des exposants strictement supérieurs 3 1
dans leur décomposition en facteurs premiers.

{a) Pour lout entier a = 2, montrer qu'il existe des entiers naturels a et £ tels que
a=2a+3p.

(b) En déduire que si n appartient 4 B, alors il existe un élément m de E tel que f(rm) = n.
{c) Donner un élément m de E tel que f(m) = 2012292,
{d) Que petit-on dire de la réciprogque du (b)?



PROBLEME 11

Une suite majorilairement décroissante

Soit (#,) e UNE suite de nombres réels positifs telle que ug = 1 et telle que, pour tout entier
nz 1, 30 moins la moitié des termies g, Uiy, ..., Un—; S0iENt supérieurs ou égaux 3 2uy,.
Montrer que iy tend vers 0.

PROBLEME ¥

Le factenr sonne toujours une fols (el une sexle)

Un facteur doit-distribuer le courrier dans une rue. Celle-ci ne comiporte gu'une séule rangée de
maisons régulidrernent espacées et numérotées 1, 2,..., n, olt n estun entier supétietr ou égal
a2

Le facteur doit distribuer une lettre par maison.

Pour cela, il commence par laisser son véle 4 la maison'1 ety dépose 1a lettre corréspondante;
puis il distribue les autres letires dans les aufres maisons, et revient enfin & Ja maison 1 récupérer
son vélo.

1l effectue ainsi un trajet, représenté par les numéros successifs des maisons ol il a déposé le
couirier.
Par exemple, si n = 5, un trajet possible est 1,5,2,4,8,1. 1a distance totale parcourue, appelée
longueur da trajet, vaut 12 dans ce cas car |51 +12-5|+ 1421+ [3 -4} +]1-3|= 12,
Uhn auire trajet possible est 1,3,5;4,2,1, de longueur. 8.
1°) ‘Combien y a-t-il de trajets possibles?
2°y  (4) Montrer que tout trajet est de Tongueur supérieure ou égale 4 2(rn— 1).
(b) Combien y a-t-il de trajets de Jongueur minimale?
3% (a) Dans les cas n=5 & ji = 6, déterminer la longueur maximale d'un irajet et donwer
un exemple de trajet de Jongueur maximalé,.
(b) Pour n quelcongue, déterminer la longueur maximale d'ui trajet.
49} On tire un trajet au basard (tous les trajets sont équiprobables).
Quelle est Vespérarice de 14 Jongueur du trajet?



